B Fehlerrechnung

Tabelle B-1. Wichtige Normen.

Norm Bezeichnung

DIN 1319 Grundlagen der Messtechnik
DIN 13303  Stochastik

DIN 55350 Qualititssicherung und Statistik

B.1 Messgenauigkeit

In der Regel weisen die Wiederholungsmessun-
gen einer physikalischen Grofie G Abweichun-
gen auf, die kennzeichnend fiir die Messgenau-
igkeit sind. Dabei ist zwischen den systemati-
schen, fiir das Messverfahren charakteristischen
Abweichungen und den zufilligen oder statisti-
schen, vom Experimentator abhingigen Abwei-
chungen zu unterscheiden.

Zur grafischen Analyse der Messwert-
schwankungen dient das Histogramm (Bild
B-1). In dieses wird balkenfoérmig tiber dem
Messwert x; die relative Hiufigkeit h; des
Messwerts aufgetragen:

(B-1)

=
<

relative Haufigkeit des Messwertes x;,

N Gesamtanzahl der Messungen der Grofie x,
N; Anzahl der Messungen mit dem Mess-
wert x;.

Bei statistischen Messabweichungen ist die
Haufigkeitsverteilung symmetrisch zu einem
haufigsten Wert, dem Erwartungswert .
Starke Asymmetrien im Histogramm sind im
Allgemeinen ein Hinweis auf systematische
Abweichungen.
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Bild B-1. Histogramm der Verteilungsdichte h;(T) bei
einer Schwingungsdauermessung sowie die Normalver-
teilungskurve nach Gl (B-2) fiir u = T und o® = 2.

mit T =1,2116 s und st = 0,0172 s.

B.2 Analyse statistischer
Messwertverteilungen

Bei statistischen Abweichungen der Messwer-
te geht die Haufigkeitsverteilung h(x;) in ei-
ne glockenformige Normalverteilung der Mess-
werte iiber, wenn die Anzahl der Wiederho-
lungsmessungen stark erh6ht wird. Im Grenz-
fall N — oo liegen die Werte des Histogramms
auf der von C. F. Gauss aufgestellten Vertei-
lungsfunktion h(x):

_G=w)?
e 202

h(x) = J;n_ ; (B-2)

h(x) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Mes-
sung des Messwerts x,

a’ Varianz der Normalverteilung,

7 Erwartungswert der Normalverteilung
bzw. Messgrofie x mit der hochsten
Messwahrscheinlichkeit.
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Die Funktion h(x) ist zum Erwartungswert y
symmetrisch und durch den Faktor 1/v/2ng?
auf die Wahrscheinlichkeit 1 so normiert,
dass gilt:

oo

f h(x)dx=1.

—oo

(B-3)

Die Varianz o> ist ein Maf fiir die Breite der
Verteilungsfunktion h(x): 68,3% der Messwer-
teliegen im Bereich x = i+ 0 und 95,4% im Be-
reich x = y+20. Die Varianz o lasst sich aus der
Halbwertsbreite by, d.h. der Breite der Glo-
ckenkurve in halber Héhe des Maximums h ()
der Normalverteilung, bestimmen:

bz/

2 1/2 2

- ~0,18b%, .
7 = 82 12

(B-4)

Bei einer endlichen Anzahl N von Messungen
der m diskreten Messwerte x1, X2, ..., Xm las-

sen sich fiir den Erwartungswert y und die Va-
rianz ¢” aus der Haufigkeitsverteilung h(x;)
nach der Theorie der Beobachtungsfehler von
Gauss Schitzwerte berechnen.

Demnach ist der beste Schatzwert fiir 4 der
arithmetische Mittelwert x nach Gl. (B-5) in Ta-
belle B-2. Fiir x ist die Fehlersumme FS [FS =
S(xi —X)? mit i = 1,...,N] minimal und
lasst sich nach GI. (B—6) berechnen. Mit der auf
die Anzahl der Wiederholungsmessungen N —1
normierten minimalen Fehlersumme FSpin er-
rechnet sich nach Gl. (B-7) die Standardabwei-
chung s, deren Quadrat der beste Schitzwert
fiir o ist.

Eine Erhéhung der Anzahl N der Mes-
sungen vermindert nicht die Standardabwei-
chung s, welche die Breite der Haufigkeitsver-
teilung bestimmt und damit die Genauigkeit
des verwendeten Messverfahrens beschreibt.
Dagegen erhéhen Wiederholungsmessungen
die Genauigkeit, sodass der berechnete arith-
metische Mittelwert X mit dem Erwartungs-
wert y der Messgrofle tbereinstimmt. Glei-

Tabelle B-2. Beziehungen zur Berechnung der Kennwerte der Fehlerrechnung.

Kennwerte der Fehlerrechnung Beziehungen
1 N
x arithmetischer Mittelwert; Schitzwert fiir den Erwartungswert x= I > ox; (B-5)
i=1
N
FSmin minimale Fehlersumme einer Anzahl von N Messwerten FSmin = Y, (x; — %)

FSmi
s Standardabweichung des Messwerts bzw. Messverfahrens; s= i (B-7)
Schitzwert fiir die Varianz N-1
s
Srel relative Standardabweichung des Messwerts bzw. Messverfahrens | se = — (B-8)
s
Ax Standardabweichung des arithmetischen Mittelwerts Ax = — (B-9)
N
_ . . . . . _ Ax
Ax.  relative Standardabweichung des arithmetischen Mittelwerts AXpe] = — (B-10)
X
Uy Zufallskomponente der Messunsicherheit mit ¢p-Faktor u; = Axtp (B-11)

der Student-Verteilung




B.2

chung (B-9) in Tabelle B-2 fiir die Standardab-
weichung Ax des arithmetischen Mittelwerts ist
das Maf fiir die nach N Messungen bestehende
Abweichung des Schdtzwerts X zum wahren
Wert u.

Bei einer geringen Anzahl von Wiederho-
lungsmessungen ist das arithmetische Mittel X
als Schatzwert fiir y sehr ungenau. Charakte-
ristischer fiir die Genauigkeit der Bestimmung
des Erwartungswerts y ist in diesem Fall der
Vertrauensbereich x —u bis X+u um den
arithmetischen Mittelwert, in dem der Erwar-
tungswert y der Messgrofle mit einer vorzu-
gebenden Wahrscheinlichkeit, der statistischen
Sicherheit P, liegt. Die Grenzen des Vertrau-
ensbereichs um den arithmetischen Mittelwert
werden durch die Messunsicherheit u = u, + us
angegeben, welche sich aus dem Anteil der
statistischen Messunsicherheit u, und der syste-
matischen Messunsicherheit us zusammensetzt.

Die systematische Messunsicherheit wu;
muss geschitzt werden. Die statistische Mes-
sunsicherheit u, wird nach Gl. (B-11) in Ta-
belle B-2 mit Hilfe der Standardabweichung Ax
des arithmetischen Mittelwerts berechnet und
mit dem tp-Faktor der Student-Verteilung nach
Tabelle B-3 gewichtet. Je nach gewahlter statis-
tischer Sicherheit P ist dieser unterschiedlich.
In der physikalischen Messtechnik rechnet
man mit der statistischen Sicherheit P = 68,3%.
In der Industrie ist ein Wert P = 95,4% tiblich.

Das Ergebnis von N Messungen der Mess-
grofle x mit einem Messverfahren, dessen
Messgenauigkeit durch die Standardabwei-
chung s und den Vertrauensbereich u, mit der
statistischen Sicherheit P gekennzeichnet ist,
wird in folgender Form angegeben:

N

Xp=X+tU, =X+ lp—; (B-12)

2
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xp Ergebnis der Messwertanalyse der Mess-
werte x,

x  wahrscheinlichster Wert fiir die Messgro-
Re x,

u, Grenzwert des Vertrauensbereichs mit der
statistischen Sicherheit P,

tp Student-Faktor nach Tabelle B-3,

s Standardabweichung nach GI. (B-7),

N Gesamtanzahl der Messungen der Mess-

grofle x.

Tabelle B-3. Zahlenwerte nach DIN 1319-3 und
Anpassungspolynom des t-Faktors der Vertrau-
ensgrenzen fiir verschiedene statistische Sicher-
heiten.

Anzahl der statistische Sicherheit P
Wiederholungs- . -
messungen 68,3% 95,4%
nw=N—-k to,68 to,95
1 1,84 12,71
2 1,32 4,30
3 1,20 3,18
4 1,15 2,78
5 1,11 2,57
7 1,08 2,37
10 1,06 2,25
20 1,03 2,09
50 1,01 2,01
100 1,00 1,98
>100 1,00 1,96
Anpassungs- to,68 = 1 t0.05 = 1,96
polynom
0,584 3,012
+— +—
Ny Nw
0,032 1,273
n2, n2,
. 0,288 8,992
+
n3, 3,
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B.3 Fehlerfortpflanzung

Tabelle B-4. Beziehungen fiir die Kennwerte der
Grofen.

Fehlerrechnung indirekt gemessener physikalischer

Kennwerte der Fehlerfortpflanzung Beziehungen
der Fehlerrechnung
7 wahrscheinlichster Wert der indirekt 7=f(x7%3%...) (B-13)
gemessenen physikalischen Gréfle f
af\* af\’ af\’
sf Standardabweichung der GroBe f bzw. | s = \j (—f) s2+ (—f) s+ (—f) s2+...
des indirekten Messverfahrens fiir f ox oy 9z (B-14)
) ) )
Af absoluter Grof3tfehler der Grofle f bzw. | Af = o Ax + ‘—f‘ Ay + o AZ+... (B-15)
des Messverfahrens fiir f ox 9y 9z
A
Afrel relativer Grofitfehler der Grofle f bzw. Afrel = Tf (B-16)
des Messverfahrens fir f f
Ax Ay Az
Afrel, pp  relativer Grofitfehler eines Potenz- Afrel, pp = ‘k—x + m—y + n—z‘ (B-17)
produkts x z
f — xk ym 2N
X, Y525 .. arithmetische Mittelwerte der Teilmessgrofien x, y, z, . ..
SxsSysSzsas Standardabweichungen der Teilmessgrofien x, y, z, . ..
of of o
—f, —f, —f, ... partielle Ableitungen der Funktion f(x, y,z,...) nach den Teilgréfen x, y, z, . ...
ox dy oz an der Stelle X, 7,7, ...

B.4 Regression -
Kurvenanpassung

Die Regressionsmethode lasst sich dazu ver-
wenden, Theorien von Naturvorgingen mess-
technisch zu iberpriffen und die Parameter
ai, az, as, ... solcher Theorien zu bestimmen.
Dazu werden fiir diein i = 1,2,...N Messrei-
hen verschieden eingestellten Messvariablen
X1i» X2i> X3, . . . (auch Beobachtungen genannt),
die durch das experimentelle Vorgehen fest-
gelegt werden, die Messwerte f; der Grofle f
gemessen, mit den aus der Theorie ermittelten
Werten f(x1i, %21, X315 - ..341,2,d3,...) Ver-
glichen und die Theorieparameter a1, a2, as, ...
so gewdhlt, dass die theoretischen Werte der
physikalischen Grofle f im Rahmen der Mess-

genauigkeit mit den Messwerten moglichst gut
iibereinstimmen.

Ist die Anzahl N der Messreihen gerade
so grofy wie die Anzahl der zu bestimmenden
Theorieparameter, dann lassen diese sich aus
den N Bestimmungsgleichungen ausrechnen.
Mit der Methode der Fehlerfortpflanzung
koénnen dann die Standardabweichungen der
Theorieparameter aus den Messfehlern der
Messvariablen x; und der Messwerte f; be-
stimmt werden. Dieses Vorgehen hat aber das
Risiko, dass schon bei einer Fehlmessung der
Messvariablen oder Messwerte die ermittelten
Regressionsparameter vollkommen falsch sind.

In der Messpraxis fithrt man daher in der
Regel weit mehr Messreihen aus, als Theoriepa-
rameter zu bestimmen sind. Dadurch entstehen
unterschiedliche Wertesitze fiir die Theorie-



parameter, welche die Messungenauigkeit der
Messvariablen und Messwerte widerspiegeln.
Wird davon ausgegangen, dass die Messfehler
zufillig und voneinander unabhingig sind,
dann sollte sich ein Wertesatz fiir die Theo-
rieparameter ergeben, der bei der Analyse der
Messreihen gehduft auftritt, der also mit grofiter
Wahrscheinlichkeit bei einer weiteren Messrei-
he zu erwarten ist. Ziel der Ausgleichsrechnung
oder Regression ist es, aus der Ausgleichung
der Differenzen zwischen gemessener und
theoretischer Grofle f diesen wahrschein-
lichsten Satz fiir die Theorieparameter a als
Regressionsparameter zu bestimmen.

Nach der Theorie der Beobachtungsfehler
von Gauss sind die Theorieparameter ai,
as, ... am wahrscheinlichsten und damit die zu
bestimmenden Regressionsparameter, fir die
bei N Messreihen die Fehlersumme FS, d.h.
die Summe der Quadrate der Abweichungen
zwischen dem Messwert f; und dem theore-
tischem Wert f(xl,-, X2iseoo
Minimum ist:

;a1,d2,...), €in

N
ES = Zgi[fi_f(xli, X2is X3iseen s

i=1
2 .
ai, az, as,...)]” - Minimum .

(B-18)

Durch die Gewichte g; kdnnen die Beitrige ein-
zelner Messreihen i zur Fehlersumme unter-
schiedlich gewichtet werden.

Die Forderung dieser Regressionsmethode
der kleinsten Quadrate fithrt auf ein System von
Normalgleichungen fir die Regressionsparame-
tera, az,...:

-2 Zlgi[fi = f(xis X5 5a1, G2,...)]
9 _

Loy, B-19
F (B-19a)
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-2 Zg;[f, —f(xli, X2iy...30a1, A2,. )]

i=1

: i =0; (B-19b)
8a2

gi Gewicht der Messung i,

fi Messwert der Messung i,

X1i, X2i5... Werte der Messvariablen x1, x5, . ..
bei der Messung i,

ai,az,... anzupassende Regressionspara-
meter.

Fir Linearkombinationen der Regressions-
parameter aj,ds,... ist das Normalglei-
chungssystem linear und geschlossen losbar;
im anderen Fall miissen in der Fachliteratur
behandelte Reihenentwicklungen angewendet
werden. Manchmal kann durch eine Koor-
dinatentransformation v = v(f) ein lineares
Normalgleichungssystem fiir die Regressions-
parameter erreicht werden; dadurch entsteht
jedoch in der Regel eine andere Gewichtung der
Messreihen. Ist die Standardabweichung s fiir
alle Messwerte f; gleich und kann der Messfeh-
ler der Messvariablen x1;, x»;, . . . vernachléssigt
werden, dann ergeben sich die Gewichte g; aus

e (B-20)

(av(m)zsz '
ofi f

Ubersicht B-1 vermittelt einen Uberblick iiber
die Regression verschiedener Funktionen mit
linearen Normalgleichungen. Die Mittelwerte
der M Regressionsparameter ai, dz,...,aum
folgen direkt aus der Losung des Normalglei-
chungssystems; die Standardabweichungen sa;,
Sa2,... folgen aus dem Wert des Minimums
der Fehlersumme FSmin, der Anzahl der Wie-
derholungsmessungen ny, = N — M und den
Gewichten g; der Messreihen.

Spezialfalle der Regression mit zwei Re-
gressionsparametern ao und a; sind die lineare
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Ubersicht B-2. Kurvenanpassung durch lineare, logarithmische und exponentielle Regression.

Einlesen
Anzahl Messpunkte N
Messwerte x; y;

Regressionsfall
logarithmische lineare exponentielle
Vi =Yi Vi =Yi vi=Iny;
u; =Inx; u; = x; u; = x;
gi=1 gi=1 8=y
N N
A= 3 g D=3 giv;
i=1 i=1
N N
B= % giu; E= ¥ giuiv;
i=1 i=1
N 2 N2
Cc=% 8il; F=3% &ilj
i=1 i=1
CD - BE (F=2aoD - 2a1E + 2ayaoB + a2 A + a>C)C \
ag= ————— S0 =
T ac-p (N-2)(AC - B2)
AE - BD (F-2ayD - 2a,E +2a1a0B + a2 A + a2C) A\ '/*
A= ————  Sa1 =
'Tac-p M (N -2)(AC - B2)
Ausgabefall
logarithmische lineare exponentielle
Regression Regression Regression

Ansatz: y =co + ¢ Inx

Ansatz: y = co + c1x

Ansatz: y = cge!*
Anpassung:

Anpassung: Anpassung:
€o=4do  Sco €0 =4ao  Sc0 = Sa0
L =a1 Scl = Sal €1 =a Scl = Sal

— a
Sco = Sao €™
Scl = Sal

co = e
1 =4ady

Regression (Geradenanpassung) und die lo-
garithmische und exponentielle Regression,
die sich beide durch eine Koordinatentrans-
formation v = v(y) und u = u(x) in eine

N
FS = Z gilvi —ao — alu,-]z ;

(B-21)

i=1

Geradendarstellung v = ao + aiu bringen gi
lassen, wobei sich zum Teil die Gewichte g; Vi
indern (Ubersicht B-1). Die Regressionspa-

rameter Achsenabschnitt ao und Steigung a; 4i
der Regressionsgeraden lassen sich entweder

grafisch durch eine Ausgleichsgerade oder ao
rechnerisch aus den Normalgleichungen der a:

Fehlersumme FS ermitteln:

Gewicht der Messung i nach Gl. (B-20),
Messwert i des Ordinatenwerts der Regres-
sionsgeraden,

Messwert i des Abszissenwerts der Regres-
sionsgeraden,

Regressionsparameter Achsenabschnitt,
Regressionsparameter Steigung der Regres-
sionsgeraden.
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Ubersicht B-3. Matrizenmethode der polylinearen Regression.

(B-22)

N)

Bestimmung der Abhingigkeit der Nuflelt-Zahl Nu von der Prandtl-Zahl Pr und der
Reynolds-Zahl Re bei der Warmetibertragung an einem geraden Wérmeiibertragerrohr ent-

k, m, n sind Warmetibertrager-Kennwerte, die aus Messungen von Nu bei definierten Wer-

Durch Logarithmieren kann die Bestimmungsgleichung zu einem Problem der multilinea-

mitv; =In f; =InNu;, x1; = 1, xp; = InPr;, x3; = In Re; und den Regressionsparametern

Bezeichnungen
fi Messwerte (i =1...N)
f1 =aixi1 +ax21 +...+amXm
fz =a1Xi2 +ax2 +...+amXp
N =a1xiN + a2XoN + ...+ AmXMN
aj Regressionsparameter (j=1... M)
Xji Messvariable/Beobachtungen (j=1...M; i=1...
gi Gewichte der Messwerte f;(i=1...N)
(alle Gewichte gleich: g; = 1)
Sonderfille
x1;=1 multilineare Regression
Xji = xg_ 71 polynome Regression
xji=x]" lineare Regression mit M = 2
Beispiel:
sprechend dem theoretischen Ansatz:
Nu = kPr'"Re" .
ten fiir Pr und Re bestimmt werden sollen.
ren Regression gemacht werden:
InNu=Ink+mlnPr+nlnRe
a; =Ink, a, = m sowie a3 = n.
Gewichte:

Durch die Transformation verindern sich die Gewichte g; der Messungen. Wegen v(f;) =
In f; gilt 9v/0f; = f7! = Nu;'. Nach Gl. (B-20) sind demnach g; = (Nu; /snu )*.

Um bei der EDV-Anwendung Rundungsproblemen entgegenzuwirken, wird der konstante
Faktor snu = 100 gesetzt; dadurch liegen die Gewichte g; in der rechentechnisch giinstigen
Groflenordnung von ungefihr eins.

In der Ubersicht B-2 sind die Algorithmen zur
Berechnung der Mittelwerte der Regressionspa-
rameter mit den zugehorigen Standardabwei-
chungen zusammengestellt.

Mit Hilfe von Computern lassen sich
die umfangreichen Regressionsrechnungen
wesentlich einfacher und mit weniger Rechen-
fehlern ausfithren. Dazu eignet sich jedoch
die Fehlerrechnung in Matrizenschreibweise

wesentlich besser. In der Ubersicht B-3 ist die
Vorgehensweise fiir die Programmierung der
polylinearen Regression zusammengestellt. Die
Mittelwerte ai, a»,...am der M Regressi-
onsparameter ergeben sich als Elemente des
Regressionsparametervektors a von Gl. (B-25),
deren Standardabweichungen sai, Sa2,. .. Sam
als Quadratwurzeln aus den Elementen des
Vektors s> von Gl. (B—28).
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Wertetabelle: 5 Messungen entsprechend Gl. (B—22)
fi X1i X2i X3i

i Nu Nu? InNu Pr In Pr Re In Re
1 101 10201 4,615 1 7,00 1,946 16 000 9,680
2 113 12769 4,727 1 3,57 1,273 26 000 10,166
3 137 18769 4,920 1 4,33 1,466 30000 10,309
4 154 23716 5,037 1 2,56 0,940 45000 10,714
5 200 40 000 5,298 1 3,00 1,099 58 000 10,968

Aufstellen der Regressionsmatrizen

A Koefhzienten- oder Modellmatrix
der Beobachtungen (N,M-Rechenmatrix)

[ X11 X12 X13 ... X1Mm
X21 X22 X23 ... XoM
A =]X31 X32 X33 ... X3M
| XN1 XN2 XN3 © XNM
f  Messwert-Vektor (1,N-Matrix)
o
f2
f=\r
L fn

g  Gewichtsmatrix der Messwerte
(N,N-Diagonalmatrix)

g 00 ...0
0g0...0
E=100g...0
000 ..gy
firgi=1: g=E
E Einheitsmatrix

Aufstellen der Regressionsmatrizen

A Koefhizienten- oder Modellmatrix
der Beobachtungen (5,3-Rechenmatrix)

[1 1.946 9.680
1 1.273 10.166
1 1.466 10.309
1 0.940 10.714
1 1.099 10.968

f  Messwert-Vektor (5,1-Matrix)
[4.615
4.727
f =490
5.037
15.298

g  Gewichtsmatrix der Messwerte
(5,5-Diagonalmatrix)

1.0201 0 0 0
0 12769 0 0
0 0 18769 0
0 0 0 23716 0
0 0 0 0  4.0000

(==l -]

g =

Die polylineare Regression enthilt als Spezi-
alfille die multilineare und polynome Regressi-
on sowie die lineare Regression der Geradenan-
passung.

Die Vertrauensgrenzen u,, welche die sta-
tistische Messungenauigkeit begrenzen, erge-
ben sich je nach geforderter statistischer Si-

cherheit P aus dem Faktor ¢(nw) von Tabel-
le B-3; nw = N — M > 0 ist dabei die Anzahl
der Wiederholungsmessungen, die sich aus der
Anzahl N der Messreihen und der Anzahl M
der Regressionsparameter ergibt. Das Ergeb-
nis der Kurvenanpassung liefert als ermittel-
te wahrscheinlichste Regressionsparameter ein-



120 B Fehlerrechnung

Ubersicht B-3. (Fortsetzung).

Matrizenoperationen

AT transponierte Koeffizienten- oder
Modellmatrix (Spiegelung von A an
Hauptdiagonale zur (M,N)-Matrix)

[ X11 X21 X31 ... XNI
X12 X22 X32 ... XN2
T
A= | x13 X23 X33 ... XN3
LX1M X2M X3M 1 XNM

N Normalgleichungsmatrix
(symmetrische M,M-Matrix)

[ 11 ni2 mi3 ... My

na21 nz2 N23 ... oM

N =|n31 n3 n33 ... n3y =ATqA (B—23)

LnM1 nM2 NM3 2 MMM

Q  inverse Normalgleichungsmatrix
(symmetrische M, M-Matrix)
(Berechnung der Matrixelemente g
iiber NQ = E Einheitsvektor
mit Computerroutine)

[ 411 912 913 ... qim

q21 q22 423 ... 92M

Q=]4g3 432 433 ... q3m

Ldm1 qMm2 9M3 ¢ MM

= N'=(ATq 4)"! (B—24)
¢ Absolutgliedvektor
-
2

c =|c|=A4Tqf

LCM
Spur Q  Spurvektor der
inversen Normalgleichungsmatrix Q
q11
q22
Spur Q = | ¢33

qmMm

Matrizenoperationen

transponierte Koeffizienten- oder
Modellmatrix (Spiegelung von A an
Hauptdiagonale zur (3,5)-Matrix)

1 1 1 1 1
1.946 1.273 1.466 0.940 1.099
9.680 10.166 10.309 10.714 10.968

N Normalgleichungsmatrix

(symmetrische 3,3-Matrix)

10.5455 12.9874 111.486
12.9874 16.8927 136.206
111.486 136.207 1180.44

inverse Normalgleichungsmatrix
(symmetrische 3,3-Matrix)
(Berechnung der Matrixelemente g
iiber NQ = E Einheitsvektor

z. B. mit Computerroutine)

302.830801 —31.7898600 —24.9325887
—31.7898600 4.18716644  2.51923616
—24.9325887  2.51923616  2.06490758

Absolutgliedvektor (3,1-Matrix)

53.116

64.901
562.55

Spur Q  Spurvektor der

inversen Normalgleichungsmatrix Q
(3,1-Matrix)

302.830801

Spur Q = 4.18716644

2.06490758




Ubersicht B-3. (Fortsetzung).
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Regressionsergebnis

a) Mittelwerte der angepassten
Regressionsparameter ap, ... ay

a  Regressionsparameter der Mittelwerte

ai
az
a=|a3|=N1c=(aTqA)"! (ATqf)
an (B-25)
b) Standardabweichung der Regressionsparameter
Sals- - SaM
v Vektor der Abweichungen
vi = fi — f(%1i5 -« XMi5 issenm)
U1
2
v= vs|=f-Aa (B-26)
UN
vT  transponierter Vektor der Abweichungen
0T [v1 v2 03...04]

FSmin Wert der Fehlersumme im Minimum

Regressionsergebnis

a) Mittelwerte der angepassten
Regressionsparameter ay, a2, a3

a  Regressionsparameter der Mittelwerte
(3,1-Matrix)

—3.9307585 k =€ =0.01963
a =] 0.4050047 m =ay =0.40500
0.8010658 n =az =0.80107

b) Standardabweichung der Regressionsparameter
Sal>Sa2> Sa3
v Vektor der Abweichungen (5,1-Matrix)
vi = fi = f(xui»-
0.0033027
—-0.0014471
—0.0011654
0.0044354
—-0.0024310
transponierter Vektor der Abweichungen
(1,5-Matrix)
0T [0.0033027 —0.0014471 —0.0011654
0.0044354 —0.0024310]

FSmin Wert der Fehlersumme im Minimum

co XMis Aiseees am)

v=

T

(Skalar) (Skalar)
FSmin =vTqv (B-27) FSmin = 0.00050655
s2 Vektor der quadratischen s2 Vektor der quadratischen
Standardabweichungen Standardabweichungen (3,1-Matrix)
Esgil: N-M=5-3=2
day = k718k
2
s
5 0.07670006] s = ky/s2, = 0.00544
2 fa2 F Smin 2
s= |2 =yt e (B=28) | &2~ [0.00106051| sy = /52, =0.0326
SZM 0.00052299] 5, = /533 =0.0229
schlieSlich Vertrauensgrenzen: tp(nw) t-Faktor nach Tabelle B-3 bei nw Wie-
derholungsmessungen und der statis-
_ Sa tischen Sicherheit P,
ap=a=xtp(hw)——:; B-29 . .
? p(nw) VN ( ) Sa Standardabweichung des Regressions-
parameters a,
a Mittelwert des Regressionsparame- N Anzahl der Messreihen der Regressi-

ters,

onsanalyse.
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B.5 Ausgleichsgeraden-
konstruktion

Die zeichnerische Darstellung der Messpunk-
te in einem Diagramm eignet sich besonders
gut fir die Analyse, ob die theoretische Kur-
ve im Rahmen der Messgenauigkeit mit den
Messwerten iibereinstimmt. Wird ein linearer
Zusammenhang f = a; + axx zwischen der
Messvariablen x und dem Messwert f erwartet,
so kann im Messdiagramm die Ausgleichsgera-
de auch grafisch durch die Messwerte gezogen
und a; aus dem Achsenabschnitt sowie a, aus
der Steigung bestimmt werden (Bild B-2).

Als Maf} fir den Messfehler der Aus-
gleichsgeradenkonstruktion werden die Stan-
dardabweichungen Aa; und Aa, der Geraden-
parameter genommen, welche sich aus den
beiden Grenzgeraden I und II an die Messwerte
abschitzen lassen. Diese missen durch die in
den GIn. (B-30) und (B-31) in Tabelle B-5
angegebenen Koordinaten (fs, xs) des Schwer-
punkts der Messwerte gezogen werden. Aus den
der Zeichnung entnommenen Werten al, al
sowie all und all der Grenzgeraden werden
mit Hilfe der Gl. (B-32) die Standardab-
weichung Aa; des Achsenabschnitts und mit
Gl. (B-33) Aa, der Geradensteigung errechnet.

50,044

@ -
g ‘s
g mV e

o K 7o

'_

2 o

N C/

Cg” 0,040 of!

g oA

S 1_L~Z

o 0,038 " 72 —— Ausgleichgerade

g / —--- Grenzgerade I, IL

= )i + Schwerpunkt der Messwerte
:_: O 036 I 1 I 1 ] 1 |

é ""7-60-40-20 0O 20 40 60 80 °C 120

Temperatur ¢

Bild B-2. Grafische Kurvenanpassung fiir das Ther-
moelement Cu-CuNi an die Eichkurve nach DIN EN
60 584.

Dabei ist Afs die geschitzte Standardabwei-
chung der Ordinate fs des Schwerpunkts der
Messwerte.

B.6 Korrelationsanalyse

Die Methode der Ausgleichsgeraden wird in der
Messwertanalyse benutzt, um zu untersuchen,
ob zwischen den N Messwerten x; und y; ein
linearer Zusammenhang besteht. Dazu werden
die Messwerte y; iiber den Messvariablen x;
in einem Diagramm aufgetragen und durch

Tabelle B-5. Schwerpunkt und Standardabweichung der Ausgleichsgeradenkonstruktion.

Kennwerte der Konstruktion der Grenzgeraden Beziehungen
1 N
fs» xs Koordinaten des Schwerpunkts S fs=— _Z fi (B-30)
der N Messwerte Ni=1
1 N
X5 = — x B-31
STy El i ( )
al _ gl
Aa; Standardabweichung des Achsenabschnitts Aa; =+ ( L2 14 |A f5|) (B-32)
der Ausgleichsgerade aus den
Grenzgeraden I und IT
1_ 11
a,—a
Aay Standardabweichung des Steigungs- Aay = + | 2—2 (B-33)
parameters der Ausgleichsgerade aus den

Grenzgeraden I und IT




Tabelle B-6. Kennwerte der Korrelationsanalyse.
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Kennwerte und Betrag des Beziehungen
Korrelationskoeffizienten
1 N
x Mittelwert der Merkmale x; xX= N > x; (B—34)
i=1
_ _ 1 X
y Mittelwert der Merkmale y; y= I > yi (B-35)
i=1
N
2 (xiyi = NxY)
My Steigung der Regressionsgeraden my = 17;] (B-36)
> (x - Nx?)
i=1
N -— —
;:I(Xi -X)(yi-7)
r Korrelationskoefhzient r= = (B-37)

N _ N _
\l _;l(xi -x)? ,;()/i -¥)?

(B-38)

eine Ausgleichsgerade analysiert. Liegen die
Merkmale y; mehr oder weniger auf einer Re-
gressionsgeraden, so ist von einer Korrelation
der Merkmale x; und y; auszugehen. Die Re-
gressionsgerade geht durch den Schwerpunkt S
der Merkmale x; und y; nach den Gln. (B—34)
und (B-35); die Steigung ergibt sich rechne-
risch aus der Gl. (B—36) der Tabelle B-6.
Quantitativ ist der Korrelationskoeffizient r
ein Mafl fiir die Wahrscheinlichkeit, dass
zwischen den Merkmalen x; und y; eine Ab-

hingigkeit besteht, sie also eventuell korreliert
sind. Mit Hilfe von Gl. (B-37) oder Gl. (B-38)
der Tabelle B-6 lasst sich der Korrelationsko-
effizient r der Merkmale x; und y; berechnen.
Liegt der Korrelationskoeflizient nahe bei r = 1
(also 0,8 < r £ 1), dann besteht mit grof3er bis
bestimmter Wahrscheinlichkeit eine Korrela-
tion zwischen den Merkmalen. Ein linearer
Zusammenhang ist unwahrscheinlich bis aus-
geschlossen, wenn der Korrelationskoefhizient
0 £ 1< 0,5 betrégt.



